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Анотація. В роботі розглядається кількісна оцінка накопичення розсіяних пошкоджень, як багатомасштабне і 
багатостадійне явище при пружно-пластичному навантаженні, що приводить до деградації фізико-механічних 
властивостей конструкційних матеріалів, наприклад, модулів пружності E та G.  
В роботі пропонується тензор пошкоджень, що містить оцінку впливу пошкоджень на залежність напруження–
деформація з урахуванням пошкоджень, що забезпечують відрив та зріз. 
Розглядаються компоненти пошкоджуваності, які виникають в результаті розпушення при осьовому навантаженні, які  
приводять до структурних змін в конструкційних матеріалах. В результаті розпушення матеріалу проходять саме  до зміни 
розмірів, а при зсуві приводять до зміни  форми репрезантивних об'ємів конструктивних елементів.  
В роботі отримано тензор четвертого рангу функції пошкоджуваності та його перший та другий інваріанти.  
Показано  тестовий приклад впливу пошкоджуваності на величину ефективних напружень при розтязі пластини з отвором. 
Ключові слова: модулі пружності; пошкоджуваність; кінетичні процеси; розпушення матеріалу; навантаження. 
Вступ 
Експлуатація машин та споруд супроводжується структурними змінами в матеріалі, зародженням, ростом 
та накопиченням мікро пошкоджень різної природи і форми, фізичною та хімічною флуктуацією в матеріалі 
викликаною рухом вакансій і дислокацій та їх концентрацією на границях кристалів і т.д., що приводить до 
деградації його основних фізико-механічних властивостей на макрорівні. При належних вимогах до виготов-
лення і контролю дефектності відповідальних елементів конструкцій на стадії запуску в експлуатацію, їх довго-
вічність визначається, в основному, процесами накопичення розсіяних пошкоджень, які становлять 80–90 % 
загальної довговічності. Ця стадія супроводжується явищем нелінійного накопичення розсіяних пошкоджень до 
утворення локалізованих магістральних мікротріщин. Таким чином довговічність деталей і споруд визначається 
довготривалістю стадії накопичення розсіяних мікро пошкоджень і довговічністю стадії розповсюдження 
небезпечної макро тріщини  – живучістю.  
Згідно гіпотези Я.Б. Фрідмана процес руйнування 
матеріалу можна розглядати як сукупність дії двох механізмів 
руйнування–відриву та зсуву, що охоплює в’язке, крихке та 
в’язко–крихке руйнування [1, 2]. 
Ефективні напруження при відриві (рис. 1) – 
D
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   та зсуві (крученні)    з 
врахуванням кінетики накопичення пошкоджень при осьовому 
навантаженні D  та зсуві (крученні) D  в вигляді [3, 4]: 
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Кінетика накопичення пошкоджень в конструкційних 
матеріалах при відриві та зсуві визначається залежностями [5, 6]: 
Рис.1. Деформований стан з врахуванням 
пошкоджуваності, та утворення пошкоджень 
при осьовому навантаженні в товщі та на 
поверхні матеріалу [5] 
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де  ,ij klE G  – поточні модулі пружності при осьовому навантаженні та зсуві; 0 0,E G  – початкові величини модулів 
пружності на відрив та зсув. 
Надійне прогнозування ресурсу конструктивних об'єктів на стадії проектування, оцінка виробленого і 
прогноз залишкового ресурсу на стадії експлуатації неможливі без розробки адекватних математичних моделей  
домінуючих процесів розвитку пошкоджуваності для індивідуальних умов експлуатації  конкретних об'єктів , які 
підлягають зовнішнім силовим впливам, що викликають сукупну дію відриву та зрізу. Ефективне напруження 
для випадку тривісного напруженого стану: 
  
3
1
( ) ( , 1,2,3).      ik iklm lm ijkl lmC C D i k  (3) 
де  ik ki     – симетричний тензор ефективних напружень; 
iklmС  – тензор функції пошкоджуваності четвертого рангу; 
lm  – тензор істинних напружень. 
На сьогодні відсутнє єдине математичне формулювання тензора пошкоджень C(D). Наприклад в роботах 
[6–8] запропоновані тензори, які характеризуються головними компонентами пошкоджень 1 2 3, , .D D D  
В роботі пропонується тензор пошкоджень, що містить оцінку впливу пошкоджень на залежність 
напруження–деформація з урахуванням пошкоджень, що забезпечують відрив та зріз, як належний кількісний 
опис пошкодженого матеріалу. 
 
Отримання тензора функції пошкоджуваності 
 
Між тензором напружень та тензором деформацій є взаємозв`язок [9], який виражається законом (3). 
Встановимо його, вважаючи деформації малими, а процес ізотермічним . 
Розкладемо вільну енергію в ряд по ik  до членів другого порядку малості в околі недеформованого стану 
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де 0f  – вільна енергія недеформованого тіла. Перша похідна 
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так як у відсутності деформацій напруження дорівнюють нулю. Для другої похідної введемо позначення 
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Таким чином, вираз для вільної енергії при ізотермічній деформації приймає вигляд 
  0
1 .
2
   iklm ik lmf f C  (7) 
Після підстановки виразу для вільної енергії деформованого тіла  отримуємо узагальнений закон Гука для 
ізотермічної деформації 
  3, 1ik l m iklm lm iklm lmC C       (i, k=1, 2, 3).  (8) 
Таким чином, пошкоджуваність тіла визначається тензором четвертого рангу iklmC . Його називають 
тензором функції пошкоджуваності. В загальному випадку тензор четвертого рангу має 81 незалежну 
компоненту. Однак в силу симетрії тензорів деформацій та напружень, а також симетрії виразу другої похідної 
число незалежних компонент тензора пошкоджуваності зменшується до 21. І насправді, в силу симетричності 
тензорів ,ik ik   отримаємо, що 
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,iklm kilm ikml mlikC C C C   (9) 
Симетрична матриця має вигляд: 
1111 1122 1133 1123 1113 1112
2211 2222 2233 2223 2213 2212
3311 3322 3333 3323 3313 3312
2311 2322 2333 2323 2313 2312
1311 1322 1333 1323 1313 1312
1211 1222 1233 1223 1213 1212
     
iklm
C C C C C С
С С С С С С
С С С С С СС С С С С С С
С С С С С С
С С С С С c
.

(10)
Перейдемо від тривимірного тензору четвертого рангу до шестимірної матриці, елементи якої залежать від 
двох індексів,  шляхом заміни пари індексів, приймаючих значення 1, 2, 3 (з врахуванням їх симетрії), одним 
індексом, приймаючим значення 1, 2, 3, 4, 5, 6 за наступною схемою: 
(11)↔1; (22) ↔2; (33) ↔3; (23)=(32) ↔4; (31)=(13) ↔5; (12)=(21) ↔6.  (11) 
При цьому переході маємо: iklm mnC C ,  причому в силу симетрії при n ≠ m nm mnC C . 
Запишемо для наглядності матрицю mnC   
11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66
.
           
mn
С С С С С С
С С С С С С
С С С С С СС С С С С С С
С С С С С С
С С С С С С
(12)
Компоненти пошкоджуваності 
Компоненти пошкоджуваності представимо у вигляді величин зміни об`єму репрезентативного елемента 
(РЕ) [4] mn mnC V  . Для цього використаємо модель прогресуючої пористості В.В. Новожилова [10–12]. У 
зв`язку з тим, що об`ємний параметр пошкоджуваності mnD  дорівнює 
0 0 0
0
1 1 .
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mn mn mn
V V V V
D
V V V V
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Звідси 
  0 0 0
1 1 1 1 .
1 1 1
               
mn mn
mn
mn mn mn
D D
V V V V
D D D
  (14) 
Компоненти матриці з однаковими індексами C11; C22; C33 представимо у вигляді величин зміни об`єму РЕ  
(рис. 2) 
C11=∆V11; C22=∆V22;C33=∆V33. (15)
Пошкоджуваність, яка характеризує зміну об`єму у відповідних напрямах координатних осей має вигляд: 
0 0
11 11
11 0 11
1 1 ,      
V V
C D
V V V
(16)
аналогічно записується для C22 та С33. 
З цих виразів величини зміни об`єму РЕ в головних напрямках рівні: 
11 0
11 0 11 11 11 11 0
11 11
1 1 1 1
1 1
D V
D V D V V V V
D D
             
, (17)
аналогічні вирази для двох інших величин змін об`єму. 
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Рис.2. Компоненти осьових складових зміни об’єму РЕ – а, б, в, та зсувних складових зміни  
форми РЕ – г, д, е деформацій  викликаних кінетикою накопичення пошкоджень [13, 14] 
 
Тоді компоненти матриці записуються як Cmn=∆Vmn: 
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. (18) 
Зміна об`ємів ( )mmV m n   через зміни об`ємів ( )mmV m n   і величини коефіцієнтів поперечних 
деформацій ( )mm m n  відповідно дорівнюють: 
   .mn mn mnV V       (19) 
Відповідні пошкодження в напрямах зміни об`єму рівні: 
 0 012 12 0 12 11 12 12 11
0 12 0 12 11
1 1 ;
V V
D D V V D V
V V V V
               
 12 012 11 12 12 0
12 12 12
1 1 1 .
1 1
D V
V V V V
D D
              
  (20) 
У зв`язку з тим, що  12 12 11V V       
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 11 1211 12 12 12
12 11 12 12 12
1 1 1 .
1 1
D DV V D D
D D
              
 (21) 
Аналогічно отримуємо Dmn = Dnm. 
Так як зсувні компоненти пошкоджуваності не призводять до зміни об’єму виділеного РЕ, отримаємо: 
  41 51 61 0;V V V        
  42 52 62 0;V V V       (22) 
   43 53 63 0.V V V         
Крім того, сили, які діють , наприклад вздовж вісі y(x;z) на площадку, перпендикулярну осям z(y;x) і створюють 
пошкоджуваність у відповідних напрямках не можуть змінювати кут між вісями z та x. Звідси приріст об`єму РЕ 
  45 46 56 0.V V V        (23) 
З врахуванням усіх виразів матриця має вигляд: 
  
11 12 13
21 22 23
31 32 33
44
55
66
0 0 0
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0 0 0
0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0
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V V V
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                  
. (24) 
Складові матриці 44 55 66, ,V V V    з врахуванням напряму зміни об`єму РЕ створюють додаткову зсувну 
пошкоджуваність,  в вигляді зміни форми РЕ, яка створюється розпушуванням під дією зсувних напружень на 
відокремлений РЕ. 
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Аналогічно записується для 
21 12 13 31
, .D D D D       
З врахуванням вище виведених формул матриця зміни об`єму отримує вид: 
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 (26) 
Матрицю функцій пошкодження можна записати наступним чином: 
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 (27) 
 
Враховуючи, що параметри пошкоджуваності визначаються співвідношеннями  (3): 
Матриця функцій пошкоджуваності має вигляд: 
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  



   (28) 
 
Інтваріанти тензора функції пошкоджуваності [15, 16]: 
 
  0 0 0 0 0 01
12 23 3111 22 33 11 22 33
1 1 12
E E E E E E
I
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                   
;    
  0 0 0 0 0 02
11 22 33 32 13 12
.
E E E G G G
I
E E E G G G
              (29) 
 
 
Практичне врахування пошкоджуваності при визначенні ефективних напружень в пластині, що 
розтягується 
 
У якості тестового прикладу приводиться розрахунок ефективних напружень в пластині з отвором по 
середині яка розтягується вздовж вісі Y. Для цього вибираємо геометрію  пластини, габаритами 1200100010мм 
з діаметром отвору 400 мм. Прикладемо розтягувальне навантаження в 90 кН до вільного торця пластини. 
Матеріал пластини – Сталь 20. 
Розіб’ємо сітку МКЕ на 175600 елементів, які мають розміри 5,02934 мм. Кількість вузлів – 290309 (рис. 3).  
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 Рис. 3. Створена сітка для розрахунку ефективних напружень по ширині пластини 
 
 
Після розрахунку на ЕОМ отримано для половини пластини розподілення полів дійсних (рис.4) та 
ефективних (Рис. 5) напружень. Зміна напружень показана на графіку (рис. 6). 
 
 
  
Рис. 4. Розподілення полів дійсних напружень Рис. 5. Розподілення полів ефективних напружень 
 
 
 Рис. 6. Графік зміни напружень по ширині (а) та довжині (б) пластини:  e , МПа;  D , МПа 
 
Висновки 
 
1. В роботі розглянуто модель пошкоджуваності конструкційних матеріалів при складному навантаженні,  
в результаті кінетики накопичення пошкоджень, що приводить до зміни форми і об’єму РЕ. 
2. Запропоновано тензор пошкоджуваності четвертого рангу для визначення ефективних напружень при 
різних видах навантажень, який враховує деградацію модулів пружності  на відрив E та  зріз G. 
3. Використовуючи програмний пакет Solid Works проведене порівняння розподілу дійсних та ефективних 
напружень на прикладі СЕ-моделі пластинки з отвором при плоскому напруженому стані. Встановлено, що 
значення ефективних напружень перевищують значення істинних до 10%, особливо це проявляється в місцях 
концентрації напружень. 
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Модель повреждаемости для расчета разрушения конструкционных 
материалов 
А. П. Грабовский, А. А. Бондарец, И. И. Бабиенко  
Аннотация. В работе рассматривается количественная оценка накопления рассеянных повреждений, как 
многомасштабное и многостадийный явление при упруго-пластическом нагрузке, которая приводит к деградации физико-
механических свойств конструкционных материалов, например, модулей упругости E и G . 
В работе предлагается тензор повреждений, содержащий оценку влияния повреждений от напряжение-деформация с 
учетом повреждений, обеспечивают отрыв и срез. 
Рассматриваются компоненты повреждаемости, которые возникают в результате разрыхления при осевой нагрузке, 
которые приводят к структурным изменениям в конструкционных материалах. В результате разрыхления материала 
проводят к изменению размеров, а при сдвиге приводят к изменению формы репрезантивних объемов конструктивных 
элементов. 
В работе получены тензор четвертого ранга функции повреждаемости  и его первый и второй инварианты. 
Показано тестовый пример влияния повреждаемости на величину эффективных напряжений при растяжении пластины с 
отверстием. 
Ключевые слова: модули упругости; повреждаемость; кинетические процессы; разрыхления материала. 
Damage model for calculating the failure of structural materials
A. P. Grabovskyi, O. A. Bondarets, I. I. Babiienko 
Abstract. In the paper are considered the processes of scattered damage accumulation  as multiscale and multistage kinetic processes 
that lead to degradation of the physical and mechanical properties of structural materials, such as elasticity modules E, G  and lead 
to structural changes in structural materials as a result of material loosening under external influences. 
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Damage components that, as a result of loosening, change the size and shape of the elementary volumes of structural elements under 
loads are considered. 
In the paper we obtained a tensor of the fourth rank of the damage function and its first and second invariants. The effect of damage 
on the value of the effective stresses when stretching the plate with the hole are considered. 
Keywords: elasticity modules; damage; kinetic processes; loosening of material. 
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